Le Genre de Heegaard de 3-variétés orientables by Hoidn, Phoebe
REVISTA MATEMÁTICA de la
Universidad Complutense de Madrid
Volumen 9, número 2: 1996




Wecorisider irreducible, closed, oriented, connected 3-manifolde
With a nontrivial fundamental group, and link Heegaard genus to
fundamental domajus. We ahail show that the Heegaard genus
is the least positive integer h(M) for which tIme manifoid has a
fundamental domain with 2 . h(M) faces.
Introductian
En 1983, M. Boilean et H. Zieschang ont déterminé le genre de Heegaard
de presque tous les fibrés de Seifert en fonction des invariants de Seifert
de ces variétés (cf. [1] et [2]). Tout réceminent, J.H. Rubinstein a montré
1’existence d’un algorithxne perníettant de détenniner le genre de toute
3-variété irréductible, clase, connexe et orientable (cf. L4])- Dans le
cadre de ce sujet de recherche, nous nous sommes proposé d’étudier les
liens entre les scindements de Heegaard de la variété et certains de ges
domaines fondamentaux; ainsi, le résultat principal du présent article
sera d’établir le lien unissant le genre de Heegaard an nombre de faces
d’nn domaine fondamental de la variété, et ceci par le théor~me snivant:
SQit M une variété orientable, connexe, close, irréductíble de groupe
fondamental non trivial; abra, le genre de M est le plus petit entier
h(M) pour lequel M poss¿de un domaine fondamental a 2.h(M) faces.
Nous commencerons par définir, comne introduction ~ l’énoncé du
théoréme, le type des domaines fondamentanx considérés. Puis, dans des
propositiona préliminaires, nous décrirons quelques propriétés relatives
aux scindements de lleegaard. Enfin, naus démontrerons dans le dernier
chapitre le théoréme susmentionne.
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1 Enoncé du théoréme
11 importe tout d’abord de définir divers ternes et natations dont 11 sera
fréquemnent fait usage par la suite. Une surface clase, cannexe, ori-
entable séparant une yariété M clase, cannexe, orientable, en deux tares
pleins y,w de genre g, oú g est un entier positif, est dite .scindement de
Heegaanl de genre g de M. D’autre part, par genre de Heegaard d’une
varieté, que nous noterons h(M), naus entendrons le pius petit entier y
pour lequel M admet un scindement de Heegaard de genre g.
Si M est pourvue d’une triangulatian, alars, par la projection de
revétement ir : M —. nous pouvons munir M d’une triangulation
induite. Ainsi, naus dirons qu’une union de simplexes de M pour une
triangulation apprapnee deM est un domaine fondamental fi de M s’il
satisfait les trois conditions suivantes: ir(Q) = M, ¡‘intéricur de fi est
une baule sur laquelle ir est injective, le bord est l’unian d’un nombre pair
de faces et d’un graphe cannexe u. Pour définir une face, considérons
un ensemble U d’unians de simplexes de dimension 2 dans Ofi tel que
la partie intérienre de chaque unjan disjointe de u soit homéomorphe ti
un disque ouvert et que, pour toute unjan a> E U, II existe d’une part
une urnon a>’ E U et d’autre part une application de rev&tement ‘ya,
avec ~yw(w)= a>’; c’est une telle unjan que naus appellerons face. Les
faces d’un domaSe fondamental fi seront dites faces maximales, si, paur
tonte aréte 6 contenue dans l’intersection de deux faces a> et a>’, nous
avans -yw(6) ~ -y~’(6). Enfin, naus pouvons définir une application ¿ en
sorte que, paur tout domaSe fondamental fi, 2. ¿(fi) salt le nombre de
faces maximales de fi. Tenant ti l’esprit ces déflnitions et considérant
qu’on appelle irréductible une variété tele que taute sphére plongée dans
la variété borde une bonle fermée, naus pouvans enancer le tbéoreme
suzvant:
Thénréme. Soit M une variété clase, orientable, connexe, irréductible
et de graupe fondamental non trivial; <flora
h(M) = mm { ¿(fi) 1 fi domaine fondamental dc M}.
Rernarque. Qn sait que taute variété est décompasable en somme
connexe de variétés premi~res M1,. . , M,, avec n E AV et h(M) =
>3 h(M<). (cf. [3]). Le théor~me ci-dessus peut ainsi étre généralisé.
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2 Propositions préliminaires
Soit y un tare plein de genre g; naus dirans que l’ensemble {v} de g
disques vi,.. , v~, disjoints deux ~ deux et proprement plongés dans V,
forme un syst~me de disques méridiens de V si l’adhérence de y \ N(v)
est une baule fermée, oh N(v) désigne un vaisinage régulier daus V de
y, qul est l’union des v~. Soit M une variété; par définitian, un día-
gramme de Heegaard de genre g associé ~ un scindement de Heegaard F
est un quadruplet (M, F, y, in), oh {v} et {w} sont respectivement des
systémes de disques méridiens des tores pleins V et W. Sans restreindre
la généralité, naus paurrans supposer que 8v est transverse h 8w.
Propasition 1. Soit M une variété close, conneze, orientable, irréduc-
tibie eL (M, F, y, w) un diagramme de Heegaard de genre g de M; alare
vfl &w~~0 eL v~ fl 8w ~ 0 pourtout 1 avec 1<1<9.
Démonstration. Suppasons qu’il existe un indice i, ayee 1 <i <9,
tel qu’an alt y fl 8w1 = 0. Alors, 8w1 est contractile dans V, et, par
le lemne de Dehn, Otol est le bard d’un disque D
2 proprement plongé
dans V. Par suite, l’unian D2 U wj sera une sph&e plongée daus M
qul ne séparera pas M, puisque ~ ne sépare pas W. Or, ccci est en
cantradiction ayee l’Imypothése que M est irréductible. On montrerait
de méme que v~ ri 8w # 0 paur tout indice i avec 1 <1 <g.
A taut tare plein V de genre g muid d’un syst~me de disques méridiens
{v}, noté ci-apr~s (y, y), associons un bauquet de générateurs ..... . y
19 en telle sarte que V salt un voisinage régulier de li V . .. V 1~ et que
y
1 fl lg salt vide si 1 ~ j et réduit á un point si 1 = 5. Choisissons
11V...Vl9 et k1V...Vk9 commebouquetsassociésh (V,v) et~ (W,w)
respectivement. Naus avons par suite ir1M = .c (l~l [lVI ¡ [Owí] =
Praposition 2. Soil E un scindement de Heegaard de genre y d’une
variété M clase, connexe, orientable ayee un graupe fondamental non
trivial; it existe alors un diagramme de Heeyaard (M, F, u, w) Leí que
pour tout 1, avec 1 =1=g, l~ eL k1 soíent non contractiles darte M.
Démanstration. Chaisissons un syst~me de disques méridiens {v},
etsoit ljv. . .\/1 un bouquet de générateurs associé ~t (1’, u’). Camme
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u M est non trivial, l’un des générateurs est non contractile dans M.
Changeant au besoin la numérotation des Ifl...,19, nous pouvons sup-
poser que ...... , l,t1 sont contractiles et que t,t,... ,1 sont non con-9
tractiles dans M. Par une construction explicite nous pouvons ensuite
mettre en évidcnce l’existence d’un systéme de disques méridiens {v}
de y tel que, si i~ y ... V ¿9 est un bonquet de générateurs associé ~
(V,v), naus ayons,dans y, 4rsa l¿lpourtoutiavecl<ir,et
e-’ 1$ poux tout i avec r < i < g. En conséquence, aucun des 1~
ne sera contractile dans M. De m&me, II existe un systéme de disques
merzdiens {w} deW et un bouquet ..... . V 1v9 associé It (W, tu) pour
lequel aucun des k~ ne sern contractile dans M.
3 Démonstration du théor~me
Comine u est d’usage (cf. [5]), naus associons It tout domaine fonda-
mental fi de M un scindement de Heegaard de genre égal It ¿(fi); en
effet, un voisinage régulier de l’image par la projection de revétement u
de l’union formée du graphe u et des bords des faces est un tore plein
y (les faces y sont supposées maximales). Paur voir que l’adhérence de
M\y est également un tore plein, 11 suffit d’observer que cette adhérence
st un voisinage régulier d’un bouquet obtenu comme image par ir d’une
union de segments, claque segment reliant un point de l’intérieur de
fi It un point d’une face maximale. De plus, les deux tores pleins ant
leurs bords en cominun; ilssont donc d’un méme genre, égal It ¿(fi), et
déterminent ainsi un scindement de Heegaard de M.
Salt (M, F, y, w) un diagramme de Heegaard de genre g assocíe au
scindement de Heegaard F de genre y. Montrons qu’iI st possible de
choisir un domaine fondamental fi de M en telle sorte que ¿(fi) soit
inférjeur ou égal It g. Pour ceci, nous mettrons en évidence l’existence
d’une section a: M —. M telle que l’adhérence de s(M) soil le domazne
fondamental cherché. La construction de cette section sera effectuée en
trois parties:
(1) Choix d’une section partielle au-dessus de V.
(it) Prolongement de celle-el It tu.
(lii) Prolongement de cette derni~re It W \ tu.
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(1) Selon la proposition 2, il existe un diagrainme (M, F, y, tu) tel
qu’aucun des I~ et des k< n’est contractile dans M. Puisque y \ y
est une boule ferrnée,i dn bord de laquelle nous avons enlevé 2g disques
deux ~ deux disjoints, chaque composante connexe de ir’(V \ y) est
homéomorphe ~ V \ y; et, comme l~ n’est pas contractile dans M,
l’adhérence d’une composante connexe dn relk’ement du générateur
1~ sans son point d’intersection avec y
1 est un segment. Ainsi,
l’adhérence d’une composante connexe de iC’(V \ y) est une baule
fermée. Prenons maintenant une section s : M --. M telle que
soit contenue dans une de ces composantes connexes. Cette condition
détermine la sect ion sur 1/ \ y, et détermine donc également 1’adhérence
de s(V). Qr, pour tout i avec 1 < i =g, l’intersection de ir—’(v1)
avec l’adhérence de s(V) est formée de deux disques, « et v~’; en
conséquence, il existe y applications de revétement
71 y~, pas nécessairement disjointes deux h deux, telles que
= 4’ pour tout 1 avec 1= i =g.
Maintenant, pour une section définie sur une union N de simplexes
daus M, nous pouvons généraliser la définition de 1’apphication ¿ ~
l’adhérence de s(N) ; pour le tore plein y, l’appllcation ¿ ainsi généralisée
prend la valeur g.
La paursuite du raisonnement demande l’introduction d’une opération
élémentaire. Nous la posons á la suite dé définitions préliniunaires.
Définitíons. Un cóne de base a, noté corte(a) , est l’ensemble quo-
tient a x 1/ ~,la relation d’équivalence étant définie par. (s, t)
(s’,t’) siet seulementsi t= t’= 1 ous= .s’,t= L’, et 1= [0,1].
Désignons par ir0 : a x 1 —. a x 1/ y’-’ la projection associée; alors
l’image par n~, de a x {1} est un point 7’, qul sera appeié sommet du
con e.
Opération élémentaire:
Soient N, C C M deux unions de simplexes telles que N ri
O = E c ON; si nous pouvons munir O d’une structure conique,
c’est4-dire s’il existe un homéomorphisme H : corte(a) — O tel que
Hoir0(aX {O}) = E, alors toute section définie sur N se prolongera de
mankre naturelle ~sO \ H(’P), en ce sens que I’iníage de O \ H(P) par
la section sera homéomorphe ~ O \H(P).
Pour établir cette affirmation, ji snffit d’observer que O \ H(P)
est homéomorphe ~ E x [0, 1). Remarquons aussi que nous pouvons
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génér~liser cette opération élémentaire ~ un ensemble O muni d’une
structure conique par un homéomorphisrne H : corte(a) —. O tel que
H o ir~,( o- x {0}) = E soit l’intérieur d’une union de simplexes. Naus
supposerons en outre dorénavant que tout point, aréte, face, fait partie
d’une triangulation de la variété.
(¡1) Selon la proposition 1, l’intersection de Ow¿ avec 8v est formée
de points; en conséquence, l’ensemble des points de 8w1 contenus dans
1/ y se compose de segments ouverts. Munissons tu1, pour tout
ayee 1 < i < g, d’une structure conique par un Imoméomorphisme
corte(S’) —* w~. Désignons par I~ l’ensemble des a E .9~ tels que
o ir~i (s, 0) est un point de y fl 8w~, et par A
2 le compkmentaire
dans w~ de rensemble des segments {H
1 o ir~gi (a, t), t E I}, oit a EI~.
L’application H2 o irsi restreinte ~ (8’ \ i~) x 1 induit une structure
conique sur l’union A
2 u H
1(PJ, P1 étant le somimet du cóne. Pour
pouvoir appliquer l’opération élémentaire á A
2, ji suffit de s’assurer que
la section est bien définie sur I’image par H, o lr
8i de (8’ \ I~) x {0};
or, cecí est vérifié par la construction méme de s(V). En revanche,
nous pouvons encore choisir la section au-dessus de l’union des seg-
ments { H1 o irsl (s, t), t e 1 } , a E I~, car cette union est formée des
points ayant strictement plus d’un relevé dans l’adhérence de a(A
2). II
nous resté encore it démontrer l’inégalité qui afirme que l’application
¿ prend sur l’adhérence de a ( y u tu) une valeur plus petite que sur
I’adhérence de s(V)— laquelle valeúr n’est pas nécessairement stricte-
ment plus petite. Tout comme chaque point Id
1 o iist (a, 0), a E I~,
a deux relevés P et Q dans 1’adhérence de s(V u tu), tout segment
{ H1 o XSt (a, t>, 1 E I} , a E I~, possédera également deux relevés p et
q dans l’adhérence de «y u tu) avec P E p et Q E q. Qr, nous savons
(du point (1) ci-dessus) qu’il existe une application de revétement y~
telle que -71
6(P) = Q avec e = ±1. Ainsi, par la structure conique,
y’(p) = q. Cecí cIót la démonstration de l’inégalité.
(iii) Comme c’est le cas pour V \ y, l’adhérence de chaque com-
posante connexe de ir~(W \w) est une baule fermée. Soit ó~ une telle
adhérence. Consjdérons l’intersection de 86~ avec I’union formée des
relevés de .9v et des H
1 o irSl (s, t) avec a E I~ et t E 1; cette ínter-
section est un graphe U. Par un homéomorphisme H : corte(S
2) —.
munissons tout d’abard ó~ d’une structure coníque. Nous n’avons pas,
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cette fois, muid d’une structure conique une union de simplexes de
la variété M, mais une union de sbnplexes de son rev&tement uni-
versel M; en revanche, la projection ir : M —~ M munit localement
ir(63) W d’une structure conique induite. Puisque la projection ir
restreinte ~ O6~ n’est pas injective, nous n avons pas íd une structure
conique globale. Revenons maintenant it la bonle fermée ~3• Nous
avons Q c H o ir~ (~2 x {0}) . Soit J c S2 rensemble des a tela
que H o ir~ (s, 0) E Q, et soit A3 le complémentaire dans &~ de
{ H o irs2 (a, t), a E J et t E 1 } . L’application H o Irs2 restreinte it
(S2 \ J) x 1 induit une structure conique sur A3 u H(P); par suite,
l’image par la projection ir de cette union posséde localement une struc-
ture conique induite. Conmine la section est définie sur ir(363 \Q), nons
pouvons effectuer une suite d’opérations élémentaires et prolonger la see-
tion it ir(A3). Enfin, si l’on désigne par a l’application ir o H o
l’ensemble des points de W avec plus d’un relevé dans l’adhérence de
soir(A3) est a(J xl). Prenons maintenant une section a : M —. M en
sorte que a(M) soít contenue dans I’adhérence de l’uníon de so ir(A3)
et de s(V u tu). Or, nous avons vu que deux points distincts P, Q de
l’intersection de ir~’(a (J x {0})) ayee l’adhérence de a(M) poss&lent la
propriété suivante: soit -y(P) ~ Q pour toute appllcation de revétement
y, soit ilexisteuni 1<1< g, telque y
1
6(P) = 4>, avec e= +1. Les
points de l’intersectíon de C’(a (J x 1)) avec l’adhérence de a(M)
possMent donc également cette propriété, car la construction de la
section au-dessus de ir(A3) dépend de la structure conique. Camine
l’intérieur de a(M) est une boule, le domaine fondamental fi cherché
sera l’adhérence de s(M) dans M.
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